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対数尤度計算

収束判定
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Expectation-Maximization algorithm
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Xを観測したときの対応する事後確率

＝混合要素kがxの観測を説明する度合を表す「負担率」と解釈できる．
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以上，混合ガウス分布での示唆より，

EMアルゴリズムは，

「潜在変数の事後分布」に着目してつくられた
簡易計算法なのでは？

と考えられる．

混合ガウス分布から拡張し，EMアルゴリズムの
一般的な利用を見てみる．
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観測変数Xと潜在変数Zの同時分布p(X,Z|θ)が与え
られていて，パラメータθで支配されているとす
る．アルゴリズムの目的は尤度関数p(X|θ)をθに
関して最大化することである．

1: パラメタの初期値θ(old)を選ぶ．

2(Eステップ): 事後確率p(Z|X,θ(old))を計算する．

3(Mステップ): 上で求めた事後確率を所与として
尤度関数を最大化するθ(new)を求める．

4: 尤度関数またはパラメタ値が収束条件を満た
していない場合θ(old)にθ(new)を代入し2へ！
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3(Mステップ): 上で求めた事後確率を所与として
尤度関数を最大化するθ(new)を求める．

完全データ対数尤度の期待値



 

)|(ln)||(

)()|(ln
)(

),|(ln
ln)(

)()|(ln),|(ln)(

)(

)|,(
ln)(),(

θ

θ
θ

θθ

θ
θ

X

ZX
Z

XZ
Z

ZXXZZ

Z

ZX
Z

ppqKL

qp
q

p
q

qppq

q

p
qqL

ZZ

Z

Z
































4. EM 21


z

pp )|()|( θθ ZX,X

これが最適化困難であるときどうするか．
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確率の連鎖律より

と定義してこれを計算
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に関して

これはq(Z)と事後分布p(Z|X,θ)の

カルバック-ライブラーダイバージェンス（KLダイバージェンス），

つまり相対エントロピーである．

0)(ln
)(

)(
ln)()||( 









  xxx
x

x
x dqd

p

q
ppqKL一般型

規格化条件）※　 (1)(  xx dq

∵関数-lnxが凸関数



4. EM 23
Eステップ解説

)|(ln)||(),( oldold ppqKLqL θθ X

以下を，q(Z)について最大化

≧0 q(Z)には依存しない

)|()(0)||( oldpqpqKL θX,ZZ 

のとき最大である！
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Mステップ解説 )|(ln)||(),( θθ XppqKLqL 

q(Z)を固定し，θについて下界を最大化

)|(ln oldp θX

),( oldqL θ

)|(ln newp θX

),( newqL θ

0)||( pqKL

)||( pqKL

⇒lnp(X|θ)の増加量はL(q,θ)の増加量よりも大きい
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Mステップ解説
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L(q,θ)を最大化するとき，実際は「完全データ対数
尤度の期待値」を最大化することになる．

変数θは対数の中のみに表れている→最適化容易
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パラメータ空間での図解

)|(ln θXp
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oldθ newθ
※下界はパラメタの凸関数



27

EM Kmeans

⇒
Kmeans EM

Q, Kmeans EM

A, →

→

※



X /

28

 
  









N

n

K

k

kkkk NXp
1 1

),|(ln)|(ln ΣμxΣμ,π, π

  nknk
z

kkk

N

n

K

k

z

k NZXp ),|()|,(
1 1

ΣμxΣμ,π, 
 

 π

⇒

 
  









N

n

K

k

kkkk NXp
1 1

),|()|( ΣμxΣμ,π, π

 
 


N

n

K

k

kkkknk NzZXp
1 1

),|(lnln)|,(ln ΣμxΣμ,π, π


